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Witten により創始された超対称性量子力学 [1] は，現在も発展し続けている。例えば，文
献 [2, 3] やそこに挙げられている参考文献を参照されたい。文献 [4, 5, 6, 7] では，基底状態
の構造や超対称性の自発的破れが調べられている。本稿では，それらの先行研究とは違っ
た視点で，超対称性量子力学における基底状態を考えてみる。扱う物理模型は，共振器内
での 2準位原子と 1モード光との相互作用を記述する Rabi模型である。 この Rabi模型は
量子光学でよく調べられてきたが，その物性は共振器量子電磁力学 (cavity QED)や回路量
子電磁力学 (circuit QED) において実験的に観測され始めている [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]。
自然界における原子と光の相互作用の強さは，量子電磁力学に従い，微細構造定数 $\alpha=$












を共振器の共鳴振動数 $\omega$ で割った無次元の相互作用の強さで $g/\omega=0.3$ 程度を既に実現





[12] の Delt 工科大学チームのリーダー，Mooij と二人でセミナーを行う機会があったが，Mooij の話では，
$g/\omega=0.9$ 程度の相互作用は近々実験的に実現可能であろうとのことだった。
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1 モード光の消滅作用素と生成作用素を，それぞれ， $a$ と $a\dagger$ で表す。Pauliのスピン行
列を
$\sigma_{x}\equiv(\begin{array}{ll}0 1l 0\end{array}), \sigma_{y}\equiv(\begin{array}{l}0-i0i\end{array}), \sigma_{z}\equiv(\begin{array}{ll}1 00-1 \end{array})$
としておく。 今，2準位原子の状態をスピンの状態 $|\uparrow\rangle$ と $|\downarrow\rangle$ で表現し，それぞれ，
$|\uparrow\rangle:=(\begin{array}{l}10\end{array})$ と $|\downarrow\rangle:=(\begin{array}{l}01\end{array})$
で定義する。 1モード光の状態空間は Fock空間で与えられるので，それを $\mathcal{F}$ と記し， $n$個
の光子を持つ Fock状態を $|n\rangle$ で表す， $n=0$ , 1, 2, $\cdots$。従って，光子数が $n=0$ のときは
Fock真空である。本稿で使う量子状態は， $|n,$ $\#\rangle:=|n\rangle|\#\rangle$ で与えられる， $n=0$ , 1, 2, $\cdots$ ;
$\#=\uparrow,$ $\downarrow$。ここで， $|n\rangle\otimes|\#\rangle$ からテンソルの記号 $\otimes$ を省略した。 この省略は以後も用いる。
同様に，Fock 空間 $\mathcal{F}$ の状態 $\psi$ に対して， $|\psi,$ $\#\rangle$ で状態 $|\psi\rangle|\#\rangle$ を表す。
部分空間 $\mathcal{H}_{even}$ と $\mathcal{H}_{odd}$ を，それぞれ， $|\psi,$ $\uparrow\rangle$ なる形の状態全体の集合と， $|\psi,$ $\downarrow\rangle$ なる
形の状態全体の集合とする。 ここで，状態 $\psi$ は Fock空間全体に亘る。すると，全状態か




で与えられる。 ここで，定数 $\omega_{a}$ と定数 $\omega_{c}$ は，それぞれ，原子の 2準位間遷移振動数と
共振器の共鳴振動数である。 すると，Rabiハミルトニアン $H_{Rabi}$ は
$H_{Rabi} :=H_{0}+\hslash g(a+a^{\dagger})\sigma_{x}$ (2.1)
で与えられる。 ここで，パラメータ $g\geq 0$ は原子と光との間の相互作用の強さを表す結
合定数である。 Rabiハミルトニアンの可解性は，Bargmann の表現 [16] を用いて，Braak
により調べられた [15]。
Rabi模型において，二つの振動数を $\omega:=\omega_{a}=\omega_{c}$ のように調整したとき，エネルギー






strength $g/\omega$ of interaction
$1$ :原子間遷移の振動数 $\omega$。と共振器内の光の振動数 $\omega$。を $\omega:=\omega_{a}=\omega_{C}$ と調整したときの Rabi ハミルトニアン $H_{Rabi}$ のエ




で配置し，間隔幅はん となっている。一方，結合定数が $g\approx\infty$ の場合，図 1によると，
全ての状態はほぼ 2重縮退していることが期待でき，各エネルギー固有値は，ほぼ等間隔
で配置し，間隔幅は大体勧と期待できる。本稿では，超対称性量子力学の観点から，こ
の物理的状況を詳しく調べる。 そこで，以後， $\omega:=\omega_{a}=\omega_{c}$ なる条件を仮定し，自由ハ
ミルトニアン $H_{0}$ を Hss と書くことにする :
$H_{SS}:= \frac{\hslash\omega}{2}\sigma_{z}+\hslash\omega(a^{\dagger}a+\frac{1}{2})$ . (2.2)
ここで，回路量子電磁気学においては，二つの振動数 $\omega_{a}$ と $\omega_{c}$ を等しくなるように調整
することは難しくないことを注意しておく。
3 Rabi模型における超対称性
(人工) 原子と光の間の相互作用が無いとき $(ie., g=0)$ , Rabiハミルトニアンは自由ハ




ここで，光子の消滅作用素 $a$ , 生成作用素 $a^{\uparrow}$ と，位置作用素 $x$ , 運動量作用素 $p$ との
対応，
$\{\begin{array}{l}a=\sqrt{\frac{m\omega}{2\hslash}}x+\frac{i}{\sqrt{2m\hslash\omega}}p,a^{\dagger}=\sqrt{\frac{m\omega}{2\hslash}}x-\frac{i}{\sqrt{2m\hslash\omega}}p,\end{array}$
を用いた。 また， $W$ は超ポテンシャルで， $W(x)=m\omega x$ となる。 従って，(人工) 原子と
光の相互作用が無い場合は，Rabi模型は $N=2$ 超対称性をもつことになる。 このことを
詳細に記述すると，以下のようになる。実超電荷 $Q_{1}$ と $Q_{2}$ を，それぞれ，





$k,$ $\ell=1$ , 2, なる関係をみたす。 ここで，作用素 $N_{F}=\sigma_{z}$ は，次の条件をみたす。
$N_{F}\psi_{even}=\psi_{even}, \psi_{even}\in \mathcal{H}_{even},$
$N_{F}\psi_{odd}= -\psi_{odd}, \psi_{odd}\in \mathcal{H}_{odd}$
従って，超対称性の自発的破れは起こっておらず，超対称性基底状態は $|0,$ $\downarrow\rangle$ となり，基
底エネルギーは $0$ となる。 さらに，明らかに，Rabiハミルトニアンの基底状態は一意的
で，励起状態は全て 2重縮退している。
また，複素超電荷 $Q^{-}$ とその共役作用素 $Q^{+}$ は，おのおの
$Q^{-}=\sqrt{\hslash u}a^{\dagger}\sigma_{-}$ と $Q^{+}=\sqrt{\hslash x}a\sigma_{+}$
となる。 ここで， $\sigma_{-}$ と $\sigma_{+}$ は，それぞれ，スピンの消滅作用素と生成作用素で，
$\sigma_{\pm}\cdot=\frac{\sigma_{x}\pm i\sigma_{y}}{2}$
によって定義される。縮退する状態のお互いの間のやりとりは，複素超電荷 $Q^{-}$ とその




$n=0$ , 1, 2, $\cdots$。また，よく知られているように，
$H_{Rabi}=\{Q^{+}, Q^{-}\}, \{Q^{\pm}, Q^{\pm}\}=0,$









ギー部分ん $\sigma_{z}/2$ は，光が支配する部分に対して， $g\approx\infty$ の周りで非常に小さな摂動と
して働くであろう。 この様子を詳しく考察してみる。
ユニタリ作用素 $U_{g}$ を $U_{g}:= \frac{1}{\sqrt{2}}(\begin{array}{ll}V_{-} -V+V_{-} V_{+}\end{array})$ と定義する。 ここで， $V\pm$ はユニタリ作
用素で， $V_{\pm}:=e^{\pm g(a-a)/\omega}\dagger$ で与えられる。 また，よく知られた Bogoliubov変換の式
$V \pm\{\hslash u(a^{\uparrow}a+\frac{1}{2})\pm\hslash g(a+a^{\dagger})\}V_{\mp}=\hslash\omega(a^{\dagger}a+\frac{1}{2})-\hslash\frac{g^{2}}{\omega}$ (4.1)
を思い出しておく。 すると，Rabiハミルトニアンのユニタリ変換
$U_{g}^{*}H_{Rabi}U_{g}=U_{g}^{*}H_{asym}U_{g}- \frac{\hslash\omega}{2}\tilde{V}_{g}=\tilde{H}_{0}-\hslash\frac{g^{2}}{\omega}-\frac{\hslash\omega}{2}\tilde{V}_{g}$ (4.2)
を得る。 ここで， $\tilde{H}_{0}$ は漸近的ハミルトニアンで




任意の波動関数 $\psi=(_{\psi_{2}^{1}}^{\psi})$ と $\phi=(_{\phi_{2}}^{\phi_{1}}$ ) に対して， $\tilde{\psi}_{j}:=e^{i\pi a^{\uparrow}a/2}\psi_{j}$ と $\tilde{\phi}_{j}:=e^{i\pi aa/2}\phi_{j}\dagger$
とする。 よく知られた公式








なる極限を得る。 この減衰から，作用素 $U_{g}^{*}(H_{Rabi}+\hslash g^{2}/\omega)U_{g}$ は，作用素 $\tilde{H}_{0}$ に弱収束す
ることを得る:
$\lim_{garrow\infty}\langle\psi|U_{g}^{*}(H_{Rabi}+\hslash g^{2}/\omega)U_{g}|\phi\rangle=\langle\psi|U_{g}^{*}(H_{asym}+\hslash g^{2}/\omega)U_{g}|\phi\rangle=\langle\psi|\tilde{H}_{0}|\phi\rangle$ . (4.3)
ここで，作用素 $U_{g}^{*}(H_{Rabi}+\hslash g^{2}/\omega)U_{g}$ は，作用素 $\tilde{H}_{0}$ に強収束しないことを注意してお
く。 何故ならば， $\langle\psi|\tilde{V}_{g}^{*}\tilde{V}_{g}|\psi\rangle=\langle\psi|\psi\rangle$ となるからである。
この残りの章で，超対称性の自発的破れの観点から，弱収束 (4.3) が，Rabiハミルトニ
アン $H_{Rabi}$ の固有状態 $\varphi^{Rabi}$ と漸近的ハミルトニアン Hasym の固有状態 $\varphi_{n}$ との間の対応
$\varphi^{Rabi}\approx\varphi_{n}, g\gg 1$ . (4.4)
を考察する。 ここで， $n$ は，固有状態 $\varphi^{Rabi}$ の固有エネルギー $E^{Rabi}$ に対して，次の関係
をみたす非負の整数である :
$E^{Rabi} \approx\hslash\omega(n+\frac{1}{2})-\hslash\frac{g^{2}}{\omega}, g\gg 1$ . (4.5)
実は，固有状態 $\varphi_{n}$ として， $U_{g}|n,\uparrow\rangle$ もしくは $U_{g}|n,$ $\downarrow\rangle$ が取れる。従って，式 (4.4) と式




ここで， $\Pi$ はパリティ作用素で， $\Pi:=\sigma_{z}(-1)^{aa}\dagger$ で与えられる。従って，
$b:=\sigma_{x}a$ と $b^{\uparrow}:=\sigma_{x}a^{\dagger}$
なる表現を採用すると， $[b, b^{\uparrow}]=1$ であり，Rabiハミルトニアン
$H_{Rabi}=H_{asym}+ \frac{\hslash\omega}{2}\sigma_{z}$
のハミルトニアン $H_{\epsilon sym}$ は，
$H_{asym}=$ んノ $(b^{\dagger}b+ \frac{1}{2})+\hslash g(b^{\dagger}+b)$ (4.6)
なる表現を持つ。 ここで，
$\frac{\hslash\omega}{2}\sigma_{z}=\frac{\hslash\omega}{2}(-1)^{b^{\uparrow}b}\Piarrow 0$ as $garrow\infty$ in the weak sense
である。
式 (4.6) は，くり込むべきエネルギーの形を示唆する。 この式の表現と式 (4.4) により，




$H_{Rabi}+ \hbar\frac{g^{2}}{\omega}arrow H_{Rabi}^{AR}$ as $garrow\infty$ in the weak sense.
この漸近的にくり込まれた Rabiハミルトニアン $H_{Rabi}^{AR}$ が記述する物理系の実超電荷 $Q_{1}$
と $Q_{2}$ を，それぞれ，
$Q_{1}:=U_{g}\tilde{Q}_{1}U_{g}^{*}$ と $Q_{2}:=U_{g}\tilde{Q}_{2}U_{g}^{*}$
で定義する。 ここで，作用素 $\tilde{Q}_{1}$ と $\tilde{Q}_{2}$ は





$k,$ $\ell=1$ , 2, なる関係式をみたす。 作用素 $N_{F}=U_{g}\sigma_{z}U_{g}^{*}=\sigma_{x}$ は
$N_{F}\psi_{even}=\psi_{even}, \psi_{even}\in U_{g}\mathcal{H}_{even},$
$N_{F}\psi_{0}$




また，複素超電荷 $Q^{-}$ とその共役作用素 $Q^{+}$ は，それぞれ，
$Q^{-}=U_{g}\tilde{Q}^{-}U_{g}^{*}$ と $Q^{+}=U_{g}\tilde{Q}^{+}U_{g}^{*}$
となる。 ここで，作用素 $\tilde{Q}^{-}$ と $\tilde{Q}^{+}$ は
$\tilde{Q}^{-}=\sqrt{\hslash\omega(a\dagger a+\frac{1}{2})}\sigma+$ と $\tilde{Q}^{+_{=}}\sqrt{\hslash\omega(a\dagger a+\frac{1}{2})}\sigma_{-}$
である。 このとき，






$n=0$ , 1, 2, $\cdots$ , なる関係式が成り立つ。 これらの関係式により，結合定数が無限大の場
合の Rabi ハミルトニアンの固有値の漸近的配置が説明される。
ところで，漸近的にくり込まれた Rabiハミルトニアンは次のような対称性を持つ :
$[\sigma_{x}, H_{Rabi}^{AR}]=0$ . (4.7)
今，状態 $\psi_{+}$ と $\psi_{-}$ を
$\psi_{\pm}:=\frac{1}{\sqrt{2}}U_{g}(|0, \uparrow\rangle\pm|0, \downarrow\rangle)$
で定義すると，状態 $\psi_{+}$ と $\psi_{-}$ は，漸近的にくり込まれた Rabi ハミルトニアン $H_{Rabi}^{AR}$ の
最小固有値を持つ状態となり，さらに二つの状態の間には
$\sigma_{x}\psi_{+}=\psi_{-}\neq\psi_{+}, (\psi_{+}|\psi_{-}\rangle=0$ (4.8)
なる関係があることが分かる。 ここで，Pauliのスピン行列 $\sigma_{x}$ は，スピン カイラル変
換をもたらすことを思い出しておこう :
$\sigma_{x}|\uparrow\rangle=|\downarrow\rangle$ かつ $\sigma_{x}|\downarrow\rangle=|\uparrow\rangle.$
従って，漸近的にくり込まれた Rabiハミルトニアン $H_{Rabi}^{AR}$ はスピンカイラル対称性 (4.7)
を持つが，その最低固有値をもつ状態は，式 (4.8) のように，スピン カイラル対称性に
関して不変とはならない。 これは，まさしく，超対称性の自発的破れに他ならず，この破
れを引き起こしているものはスピンカイラル性である。 また，もちろん，漸近的にくり







$K_{+}:= \frac{1}{2}a^{\dagger}a^{\dagger}, K_{-}:=\frac{1}{2}aa, K_{0}:=\frac{1}{4}a^{\uparrow}a+\frac{1}{4},$
$B:= \frac{1}{4}\sigma_{z},$










回転項 $W_{R}$ は通常の状態空間 $\mathcal{F}\otimes \mathbb{C}^{2}$ に作用する一方で，対回転項 $W_{CR}$ はカイラル状態




おいては，回転項 $W_{R}$ もカイラル回転項 $\sigma_{x}W_{R}\sigma_{x}$ も `対等' に現れていることである。 し
かしながら，それらの項のそれぞれの役割は，相互作用の強さにより変わって来ることが，
回転波近似 (RWA) の理論では知られ，実験的にも確認されている。共振器量子電磁力学
と回路量子電磁力学の実験結果 [8, 9, 13] によると，弱結合領域と強結合領域では，カイ








いる。 筆者は，超対称性の自発的破れをもたらす過程が，この Rabi模型における `対等
性' を復活させ，そこに何らかのカイラル量子相転移 [21] が関与していると予想している
[22]。
このような回転項による効果とカイラル回転項の効果のせめぎ合いは，カイラル分子
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